Curvas Algébricas Planas - LISTA 8

. Considere a curva eliptica C : y? = 2% — 25z e seja P, = (0 : 1 : 0) o
elemento neutro do grupo abeliano associado a C. Mostre que

(1) (0,0) & (=5,0) = (5,0
(2) [2](0,0) := (0,0) & (0,0) = Pec.

. Considere a curva elliptica C : y? = z(z + 1)(22 + 1)/6 e seja Py = (0 :
1:0) o elemento neutro do grupo abeliano associado a C. Mostre que

(1) (0,0)@ (1,1) = (,~ 1)
2) (3, -1 @ 1,1) = (24, -70).
. Seja C uma curva eliptica plana e seja Py € C o ponto escolhido como

elemento neutro do grupo abeliano associado a C, e seja £ p, a reta tangente
a curva C no ponto Fp.

(1) Mostre que @, R, S € C sdo colineares se, e somente se, Q ® RP S =
P}, onde lp, -C = 2P, + P.

(2) Se Py € C é ponto de inflexdo, mostre que @, R, S € C sao colineares
se, e somente se, Q P RB S = Fp.

(3) Se Py € C é ponto de inflexdo, mostre que Qé ponto de inflexao, se,
e somente se, [3]Q = F.

. Considere a coénica C : xy + xz + yz = 0 definida sobre Q. Mostre que a
coOnica dual C* tem equagao dada por

2?2 + 22 - 2wy +x2+yz) = 0.

. Mostre que a dual de uma coénica em caracteristica 2 é uma reta.

. Mostre que a curva Hermitana H : 29! 4 ¢9+! 4 29+1 = 0, definida sobre
F,, & auto-dual.

. Suponha que uma curva plana (racional) C tem parametrizagdo © = x(t)
e y = y(t). Mostre que uma equagao paramétrica da dual C* é dada por

—y'(t) '(t)
t s t)) = ) ’
P00 = o) — 2w ® # 0o - 2Oy @)

e verifique que C** = C. Use o fato acima para apresentar a dual da ctibica

yz? = 3.

. Sejam C% e H¢ a polar em relacdo ao ponto @ e a Hessiana de C, respec-
tivamente. Mostre que

p.cn CQ) _ {2, se P ¢ um ponto duplo simples (1)

3, se P é cispide simples

6, se P & um ponto duplo simples @)

8, se P é cuispide simples

I(P,CNHe) :{
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Considere a quéartica de Klein
2y + vz + 232 =0,

definida sobre um corpo K de caracteristica zero. Usando as férmulas
Pliicker, explique porque a quartica de Klein tem 28 bitangentes.

Seja X C A? uma curva plana irredutivel e considere o morfismo ¢ :
X — A2, dado por (z,y) — (z,2y). Mostre que X é birracionalmente
equivalente a Im(¢).

Sejam X e ) curvas irredutiveis e ¢ : X --» Y um mapa racional de grau
1. Mostre que X e ) sao birracionalmente equivalentes.

Seja C : azxy + bxz + cyz = 0 uma codnica irredutivel e ¢ = (xy,zz,yz) :
X --» P2 um mapa racional. Mostre que ¢ é um morfismo e determine
a equagao da curva Y = Im(¢). Determine se ¢ : X --» )Y é ou ndo um
isomorfismo.

Seja Fy o corpo finito de ¢ elementos, e considere as curvas planas H; :
It 4yt 420t — 0 e Hy 1 ylz +yz9 = 291 Mostre que Hy e Hy sdo
a "mesma "curva, isto ¢, s@o isomorfas sobre F,.

Considere a curva plana afim C : y? = z3. Determine A(C) e mostre que
ele ndo é normal, ou seja, nao é integeralmente fechado em K(C). Seja R
o fecho integral de K[C] em K(C). Mostre que, a menos de isomorfismo,
exite uma dnica curva D, nao singular, birracional a C, tal que R = A(D).
Tal curva D tamém é conhecida como normalizacao da curva C.

O género de uma curva algébrica irredutivel é um nimero inteiro g > 0
que é talvez o invariante birracional mais importante da curva. Uma das
formas de calcular o género a partir de um modelo plano da curva é usando
blow-up e a nog ao de pontos singulares infinitamente préximos, conforme
descremos a seguir.

Considere F uma curva plana irredutivel e P um ponto singular de F.
Seja F1 o blow up de F em P e E o divisor excepcional do blow up. Se
P, € 71N E é um ponto singular de F7, entao P; é chamado de pontos sin-
gular infinitamente proximois de F sobre P. De forma similar, os pontos
singulares infinitamente préximos de JF; sobre P; sd@o chamados de pon-
tos singulares infinitamente préximois de F sobre P, e assim por diante.
Também consideramos o préprio P, como ponto singular infinitamente
proximos de F sobre P. Agora considere o inteiro dado por

_ N~ melmg —1)
s = 32 melma =1
Q
onde () passa por todos os pontos singulares infinitamente proximos de F
sobre P, em¢ é a multiplicidade de cada ponto (). Se d é o grau da curva
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F, pode-se provar que o género g de F é dado por

Y Q
P

onde a soma é feita sobre todos os pontos singulares P de F.

Seja F : f(x,y) = 0 uma curva irredufivel de grau d e P um ponto
singular de F de multiplicidade mp. Mostre que se P é um singularidade
ordinaéria entdo dp = mp(mp —1)/2.

Calcule o género da curvas a seguir ( K = Q).
(1) F:y* =172 + 222
(2) G:a* + 2%9y% + 2%y — 2y® — 2y + Yt

(3) Existe um modelo plano nao singular para a curva G acima?

Para n > 1, considere a curva plana C, : y?> = x2"*! e observe que
P = (0,0) é ponto singular da curva. Mostre que tal singularidade pode
ser resolvida por uma sequéncia Cy — C; — --- — C,, de n blow-ups.

Conclua que K(C,,) ~ K(x).



